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Uppgift 1: (3+5 p)

a) Denna 6versiktsuppgift innebéar att du ska jamfora de linjara ekvationssystemen Ax =
b,A € R"™" och Ax ~ b,A € R™*" (m > n) med varandra samt redogora for vissa
centrala begrepp och egenskaper. Matriserna A antas ha full kolumnrang.

Beskriv i ord och bild skillnaden mellan de tva typerna av ekvationssystem i fallet n = 2
och m = 3. Figuren ska tydligt visa hur A’s viarderum, residualen samt vektorn b foérhaller
sig till varandra.

b) Med LU-uppdelningen given, dvs PA = LU, ange pa matris och vektorniva en al-
goritm for 16sning av Ax = b, dda A € R b € R"*!,x € R"!. Ange och beskriv
alltsa noggrant en algoritm for bestdmning av x ur Ax = b baserad pa den givna LU-
faktoriseringen. Redogor dérefter i detalj for hur manga flops (dvs flyttalsoperationer) som
algoritmen behdver, dvs gor en komplexitetsanalys for algoritmen i fraga.

n(n+1)

Tips: Antalet flops ska bero av n. Vidare géller att Z?zli =5

Uppgift 2: (3+5 p)

a) Denna uppgift behandlar 16sning av icke-linjira ekvationer mha iterativa metoder. Nedan
finns algoritmen for en sddan metod angiven:

1: Bestam startviarde xg. Initiera maxiter, ztol, ftol. Satt xerr =1, ferr =1 och k=0.

2: while xerr > xtol and ferr > ftol and k < maxiter
Bestam funktionsvéardet f(zy)
Bestam derivatan f/(zy)
Los Az, = —f(zk)/ [ (zk)
Tpt1 = T + Az,
xerr = |Axg|; ferr = |f(ap);k =k +1

3: end

Med utgangspunkt fran den givna algoritmen for l6sning av icke-linjara ekvationer, dvs i
fallet f(z) =0da f: R' — R!, nimn minst tva svarigheter man generellt kan réka ut for
vid anvindandet av denna metod samt lampliga atgéarder for att undvika/minska effekten
av dessa svargheter.

b) 1 P4 avstandet 1 meter fran en vigg finns en 2 meter hog mur. En 5 meter lang stege
lutas 6ver muren mot viggen sa att stegen nuddar muren.

1Detta #r ett modifierat KTH-tal.
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Matematisk problemformulering enligt
Pytagoras sats: x2 + h? =52 (1)
Likformighet: L= h (2)

(1) & (2) samt antagandet att z = 1 ger:
x? = {ekv. (2)} = T {ekv. (1)} = 25 — h?

Alltsa har vi att

h2+(hh2)2=25 — y(h):hQ—f—(th>2—25:O (3)

Vi har i detta fall y(h) = 0, y : R' — R!, dvs en skaldrviird ickelinjir ekvation med en
obekant.

Foresla, utgaende fran y(h) = 0 dar y(h) ar given enligt ekvation (3) ovan, en algoritm for
fixpunktsiteration pa formen h, 11 = g(h,) och redogor tydligt for hur du kan avgora om
ditt val ar lampligt med avseende pa teoretiska konvergensvillkor. Observera att den av
dig valda algoritmen inte behover konvergera for att du ska fa full podng, utan det récker
med att du kan ange en korrekt fixpunktsalgoritm for detta problem samt tydligt redogora
for hur man analyserar for att avgoéra huruvida den valda algoritmen konvergerar eller ej.
Detta innebér att du inte i detalj behover utfora nagra komplicerade deriveringar daremot
redogora for huruvida det behover goras nagra deriveringar och isafall pa vad och varfor.
Foresla, med ledning att nollstéllena till y(h) = 0 ligger i narheten av -4.9, 1.7, 2.6 och 4.7,
aven rimligt startvéirde hg for den av dig valda fixpunktsalgoritmen, samt motivera tydligt
detta val av hg med avseende pa tillampningen i fraga.

Uppgift 3: (3+5p)
a) Jamfor de tva interpolationsmodellerna
Vandermonde: Py (t) = ¢; + cot + c3t? + . ..

Newton: PN(t) =c + Cg(t — tl) -+ Cg(t — tl)(t — tg) =+ ...

dar t;,¢ = 1,2,... ar givna. Redogor utforligt for skillnaderna vad avseer kondition och
effektivitet. Redogor dven hur du gor for att inkludera ytterligare datapunkter, dvs antag
att Py och Py beréknas for N datapunkter men att dessa interpolationsmodeller sedan ska
uppdateras for ytterligare en datapunkt.

b:) Tolv avstand runt origo (ekrar runt ett nav) har uppmétts vid konstanta vinkelavstand
och man vill préva att anpassa en modellfunktion i polédra koordinater enligt

_a+bsin(p)
Rip) = 1+ ccos(ip)

till given data enligt
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Stéll upp det linjara ekvationssystem som ska l6sas for att, i minsta kvadratmetodens
mening, bestdmma de okdnda modellparametrarna i modellfunktionen ovan fran de givna
métvardena enligt given tabell. Med lampligt val av beteckningar resulterar detta i ett
linjart ekvationssystem med matrisen A och vektorerna x samt b. Du behover inte explicit
16sa ekvationssystemet, dvs explicit rakna ut siffervarden for x, utan det riacker med att du
anger motsvarande element i A, x och b. Vidare ska du utforligt motivera om det i denna
deluppgift ar fragan om ett interpolations- eller approximationsproblem.

Uppgift 4: (2+6 p)

a) Trapetsregeln innebéar att integralen f; f(t)dt kan approximeras med uttrycket

1 1
dir f1 = f(a+h), fo = f(a+2h),.... Vidare giller att Ejpynr = T'(h) — A = c1h? + coh* +
esh® + ..., diir A= limy_o T(h) = [* f(t)dt.

Redogor noga for vilken typ av approximationer som ger upphov till trunkeringsfelet E..nk
samt hérled uttrycket for tabellfelet E},, som uppkommer pga att |f — f| < Ej.

b) Vi vill numeriskt beréikna derivatan f'(t). Centraldifferens , D(h) = W, ar
den approximation som ska anvindas och for trunkationsfelet giller i detta fall c;h? 4+ coh* +
c3h® + ... (dir ¢; ir oberoende av h).

Teckna det uttryck som bestammer en approximation, mha centraldifferens och steglangden
hy, for D1. Du ska alltsa inte rdkna ut virdet utan det antas vara givet som D1. Lat
vidare D2 beteckna det virde man far da man réknar med centraldifferens och steglingd
he = h1/2. Lat D3 pa motsvarande sitt beteckna det virde man far d4 man riaknar med
steglangden hg = ho/2 och slutligen 1lat D4 motsvara steglangden hy = hg/2.

Skriv ned det Richardsonextrapolations schema man far da D;, i = 1,...4, anvéinds. Infor
lampliga beteckningar pa de kvantiteter som berdknas. Det ska tydligt framga hur schemat
byggs upp. Redogor dven for hur man uppskattar Eypnr och Eiqp. Trunkationsfelet beteck-
nas med Fypnk och felet, pga osidkerhet i vid berdkningen av f, med FEi,p. Vidare ar det
givet att |f(t) — f(t)| < Ef. Redogér dven for, i detalj, varfor kontrollkvoterna kolumnvis
uppfor sig som ¢P samt ange vilka varden pa g och p; som du baserar ditt resonemang pa.

Uppgift 5: (3+5 p)
a) Utga fran
y'(t) = ft,y(), y(to) =wvo

Yir1 = Yi + hf(ti,ys), tiyi =t +h

for att pa ett tydligt sdtt beskriva vad som skiljer explicita och implicita ODE-metoder i
samband med numerisk 16sning av ODE (Ordinéra Differential Ekvationer). Redogor dven
fér, mha figur och text, vad ett riktningsfalt ar for en ODE pa standardform.
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b) Denna uppgift handlar om ett dynamiskt system som beskriver en stromkrets. Motsvarande
system av ODE ges av

Ly T 4 s (1) — & (ia(t) —is(t) =0

dér i1(t),i2(t) och i3(t) dr strommar som funktion av ¢t och d?ii(t)/dt?> betecknar an-
draderivatan av i1 (t) map ¢t. Vidare géller att L1, Ly och L3 betecknar respektive induktans
i den aktuella stromkretsen liksom att de &r konstanta (dvs Lq, Lo och Lg beror ej av tiden
t). Kapacitanserna C7,Cs och C3 &r &ven de konstanter, dvs oberoende av tiden t.

Standardprogramvara, tex Matlab, kriaver att ODE:en ar pa standardform. Du ska alltsa

inte 16sa differentialekvationssystemet utan bara stélla upp det pa standardformen ‘(%' =

f(y,t), y(to) = yo dar det klart och tydligt ska framga vilka element vektorerna %’, f,y och

Yo har.



