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Signaturer och termer

En signatur innehaller de variabler, konstanter och funktionssymboler som far
forekomma i en predikatlogik.

e En signatur &r en trippel T = (V, K, F) bestdende av en upprakningsbar
mangd V av variabler och mangder K, F av konstanter och
funktionssymboler. Varje funktionssymbol f € F har en stillighet arity(f),
som ar ett naturligt tal > 0. Mangderna V, K och F ska vara disjunkta.

e For att tydliggdra att en symbol f antas ha stallighet n (dvs arity(f) = n)
skrivs ibland f(").

Definition Méangden terms(T) av alla termer 6ver T &r den minsta méangden
av strangar sddan att
(i) VUK C terms(T) och
(ii) f(t1,...,t,) € terms(T) for alla f0) € Foch t1,...,t, € terms(T).
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Uppgift 1

Lat T = (V, K, F) vara en signatur dar
o V= {z,29,...},
o K= {1,0,7}, och
o F= {4+ x@ _@ _y.

Vilka av foljande strangar tillhr d& terms(T)?

(a) =1 (e) +(1,+(1, z4), z4)

(b) (f) +(m,27)

(c) () x(z1,—(m))

(d) x(1,0)  (h) =(=(=(=(1))), (7, 1))
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Losning 1
a) Ok, ty z1 € V e) Inte ok, dd + kraver exakt tva argument.
(a) Ok, ty g
(b) Ok, ty m € K (f) Ok.
(c) Inte ok, ty c € VUK (g) Ok, det finns en funktion —(1).
(d) Ok. (h) Ok.
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Uppgift 2

Vilka av féljande tripplar &r signaturer?

(a) (0, (©) ({zs|ieN},
{c1,c2,c3}, {¢; | j € R},
{(rfV]ieny) {2 | keRr))

(b) ({w:|ieR},
{27 37 57 77 11}7
(+@ _) _@) @) /@)Y
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L6sning 2

Trippel (a) ar en signatur. Definitionen hindrar inte att en variabel-, konstant-
och funktionsmangder dr tom eller odndlig. Daremot kravs att
variabelmiangden ar upprakningsbar, vilket hindrar oss frdn att anvinda de
reella talen som index p3 variablerna och dirmed &r (b) ingen signatur. Att
mangden av konstanter eller funktioner inte dr upprakningsbara bryter dock
inte mot definitionen, s& (c) &r en signatur.
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Uppgift 3

Oom T = ({z; | i e N}, {m 1}, {+@, O @) 4 en signatur, vilka av
foljande strangar tillhdr da terms(T)?

(@) 22 (c)azat+m () + (=(m o), 1)

(b) m (d) + (z2,7) (f) — (+(x1005 T200))

Och om T = (0, {JAG, SKkYPE}, {FriENDS(D, UR) N(2)}) ?

(a) Jac (c) o
(b) SKYPE (d) FRIENDS(JAG)
(e) N (FRIENDS(FRIENDS(JAG)), FRIENDS(FRIENDS(SKYPE)))

(f) N (FriENDS(FRIENDS(FRIENDS(FRIENDS(JAG)))), SKYPE)
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Losning 3

| forsta definitionen av T var det bara (c) som inte tillhérde mingden termer
Sver T, eftersom alla funktioner skrivs som prefix om inte annat uttryckligen
sags. Aven i andra fallet var det bara (c) som inte féljde definitionen av
termer. Den hdr gangen berodde det pa att mangden av variabler &r tom och
innehaller alltsd inte x5.
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Forsta ordningens predikatlogik

Definition En férsta ordningens predikatlogik (kort predikatlogik) &r en
quadrupel L = (R, C,A, T) dar
e R dr en mangd av relationssymboler dar varje R € R har en stéllighet
arity(R) > 0,
e CC{V,3,~,—,A,V,<, L, T} dr mingden av konnektiv (allts som i
satslogiken fast med ytterligare konnektiv V, 3),

e mangden A som bestdr av (, ) och , & mingden av hjilpsymboler och

e T ar en signatur.
Det krévs att alla symbolmangder ar disjunkta. Om inget annat sdgs antas
att C ={V,3, -, =, A, V, <, L, T}
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Uppgift 4

Vilka av féljande quadrupler kan sdgas vara predikatlogiker?

@ (R RV RV RPY, © (=®,<® >0
{-,Vv,3,Vv}, {3,Y,V, A},
{) ) ()1,
({zi | i e N} {a b, (£, 150, £01) ({z, 5,2}, {3,V (v, A0, A}))

k) {A®,BO, cO}
{5 VoA = =, LT,

{G)s}

(0,0,0))
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L6sning 4

Att (a) &r en predikatlogik dr det ganska ltt att se. Aven (b) &r en
predikatlogik, men eftersom mgjligheten att skriva termer inte kan utnyttjas,
och eftersom allkvantor och existenskvantor saknas bland konnektiven, sa
motsvarar (b) mer eller mindre en vanlig satslogik. | det tredje fallet, dvs (c),
tittar vi inte langre pa nagon predikatlogik. Dels har hjalpsymbolen “komma”
bytts ut mot en punkt, och dels &r mangderna av variabler, konstanter och
konnektiv inte disjunkta.

Forsta ordningens predikatlogik — syntax och semantik 11

Johanna Hégberg Logik for datavetare HT 2006

Vilformade formler

Bortsett fran kvantifierarna bestar den enda skillnaden mellan vélformade
formler i predikatlogiken och satslogiken i atomerna som ar odelbara symboler
i satslogiken men blir numera atomara formler.

Definition Lat L = (R,C, A, T) vara en predikatlogik.
e En atomir formel &r en string pa formen R(ty,...,t,) dir R € R
och t1,...,t, € terms(T). Mingden av dessa formler skrivs atoms(L).

e Mingden WE(L) av vélformade formler (kort formler) definieras som i
satslogiken, dock med foljande dndring respektive tilligg:
— De minsta formlerna dr numera de atoméra formlerna i atoms(L)
(istéllet for atomerna i P).

— For alla variabler z € V och formler ¢ € WF(L) &r ocksa (V)(¢)
och (3z)(p) element i WF(L).
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Exempel

Med K = {a,b}, F = {f®, g™} och R = {Q®, R SM} &r foljande en wff
(dar samma notationsférenklingarna som i satslogiken anvénds och z,y € V):

Q(f(gla),z),b) A (V) (S(9(f(a: [y, 9))) — (B) V S(x)))

Alla termer ar understrukna i blatt och alla atomara formler i rott.
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Uppgift 5

Om

L=({r" R R,
{3V, ", VA, —, e, L T},
{(),
({z.y. 2} {er, b (A7 £571)
ar en predikatlogik, vilka av féljande strangar tillhér dd WF(L)?

() R3(falcr,c2))

(8) R1 A Rs(falcr,c2), 2)

() (vy)(B)(T Vv R3(f1(2,y), c2)))
(i) faler,y) — Ry

(1) (Fz)(Ra2(y))
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LGsning 5

(a) Ja, Ry behdver tar inga argument och ar en vilformad formel i sig sjalv.
(b) Nej, bara en term &r inte en valformad formel.

(c) Ja.

(d) J

(e) Nej, parenteser saknas. Jamfér med (d).

(f) Nej, R3 kraver tva argument, inte ett.

(g) Ja, nu har R fatt ytterligare ett argument.

(h) Ja. Fortfarande helt ok.

(i) Nej, alla termer maste vara inneslutna i relationer.

(j) Ok, men lite meningslost att binda « men inte utnyttja bindningen.
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Blandade kommentarer

e Normalt anviands gemenerna z,y, z (mdjligen med index eller streck) for
att beteckna variabler.

o Konstanter kan ses som funktionssymboler med stéllighet 0. Formellt &r
alltsd uppdelningen i konstanter och funktionssymboler onédig.

e Observera att relationssymboler kan ha stallighet 0 motsvarande atomer i
satslogiken. Satslogiken ar darfor ett specialfall av predikatlogiken.

e De minsta formlerna &r de atomara formlerna. De bestar av en
relationssymbol som appliceras pa ett antal termer. Termer ar inte formler
utan ingdr i atomara formler som relationssymbolernas argument.
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Tolkningar (0)
Vad kravs for att en satslogisk formel skall kunna tilldelas ett sanningsvarde?

A— (Bv-0)

Vad kravs for att en predikatlogisk formel skall kunna tilldelas ett
sanningsvarde?

R(f(z,y),a) = (P(g(z,y),b) A =V(2)(Q(f (z,y)) V Q(2)))
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Tolkningar (1)

o | satslogiken ar tolkningens enda syfte att tilldela varje atom ett
sanningsvarde.

o | predikatlogiken har atomerna blivit ersatta med relationssymboler som
tar termer som argument. Semantiskt sett betecknar varje term ett objekt.
Konsekvenser:

— Mangden av alla objekt som ligger till grund for tolkningen maste
definieras (tolkningens doman).

— Istéllet for att ha ett unikt sanningsvarde tolkas relationssymbolerna
som relationer (eller predikat) vars sanningsvarde beror p& argumenten.

— Termernas varde beror i sin tur pa tolkningen av konstanter och
funktionssymboler.
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Tolkningar (2)
Definition Lit L = (R,C, A, T) vara en predikatlogik dar T = (V, K, F). En
tolkning J av L bestér av foljande komponenter:
e En icke tom men i dvrigt godtycklig mangd dom(.J), tolkningens
doman.

e En n-stillig relation R7 C dom(J)™ for varje relationssymbol
R™ eR.
Relationen R’ betraktas som ett predikat R”:dom(J)" — {0,1} som
tar objekt di,...,d, € dom(.J) som argument och returnerar
sanningsvirdet 1 om (di,...,d,) € R och 0 annars.

o Ett objekt K/ € dom(J) for varje konstant K € K.

e En n-stillig funktion f7:dom(.J)" — dom(J) for varje
funktionssymbol £ € F,

Observera att tolkningen inte specificerar variablernas varden!
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Exempel

Lat

¢ = R(f(z,y),a) = (P(g(x,y),b) A =V(2)(Q(f(x,9)) V Q(2)))
vara en predikatlogisk formel, och 13t .J vara en tolkning dar ...
e domanen ar heltalen,
e Riar >, Par<, @ ar IsPrime,
e @ ar b, b ar 10,
e far+, och g ar —.
Da oversatter J formeln ¢ till
((x+y)>5)— (((x —y) <10) A =V(z)(isPrime(z + y) V isPrime(2))) .

Men! ¢'s sanningsvarde beror fortfarande pa valet av x och y.

Forsta ordningens predikatlogik — syntax och semantik 20

Johanna Hégberg Logik for datavetare HT 2006

- w] [e] A\
BV-exempel: En tolkning .J som motsvarar 1A\
dom(.]) = {dl, dg, dg, d4}

| Symbol s | Tolkning s” H Symbol s | Tolkning s” ‘

K{ d On_table” | {(d1), (d2), (d3)} 4

K{ da On’ {(ds,d1)} & dy ds
Py ds Is_cube”’ {(d1), (d2)}

Py da Is_pyramid” | {(ds), (da)}

Om funktionssymbolen opposite(!) I3ggs till &r forra foreldsningens tolkning
den som fas genom att definiera

- dz om 1 (S 172
oppoSIteJ(di) = { d'+z om i € }3 4{
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Varderingar

Under en given tolkning .J betecknar varje term ett objekt. Forutsattningen &r
dock att varje variabel tilldelas ett virde. Det &r precis det en .J-vdrdering gor.

Definition L3t L = (R, C, A, T) vara en predikatlogik och .J en tolkning av L.
En funktion w:terms(T) — dom(J) &r en J-vardering om

(i) w(K) = K7 for alla konstanter K av T och

(i) w(f(ts,...,tn)) = f(w(tr),...,w(t,)) for alla termer
f(t1,... tn) € terms(T).

Alltsa:
o w(z) far viljas fritt for variabler z € V.
e w ar entydigt fastlagt genom virdena w(x) for varje z € V.

En nyttig notation ar wy—q for x € V och d € dom(J) som betecknar
J-vérderingen dar wy—q(z) = d och w,—4(y) = w(y) for allay € V\ {z}.
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Exempel

Vi utgick ifrdn den predikatlogiska formeln

¢ = R(f(z,y),a) = (P(g(x,y),b) A =V(2)(Q(f (x,9)) V Q(2)))
och valde tolkningen J dar ...
e domainen ar heltalen,
e Riar >, Par <, Q ar IsPrime,
e @ ar b, bar 10,
e far+, och gar —.
Formeln ¢ Gversattes da till
((z+y) >5) = (((x —y) <10) A =V(2)(isPrime(z + y) V isPrime(2))) .

Om vi dérefter viljer en J vérdering w som tilldelar = vardet 8, y vardet 1 och
z vérdet 7 far vi t.ex. att wp—g y=1.=7(x +y) = (8+1) =9, och
Wyp=g,y=1,-=7(2) = 7, s& nu har alla termer ett virde.
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Py

o L] (2] /2
BV-exempel: Betrakta igen 1\ med

dom(J) = {d1,ds,d3,ds}

Ls [ s |
K{ | di || Ontable” | {(d1), (d2), (ds)} | ©PPosite” (d:)
K4 | d» || On’ {(ds,d1)} _ Jdipaomie{1,2}
P/ | ds || 1s_cube’ {(d1), (d2)} di—> om i € {3,4}.
Ps' | da || 1s_pyramid” | {(ds), (ds)}

For varje J-vardering w galler w(opposite(P;)) = d;.

w(opposite(z)) beror pd w(x), tex w(opposite(x)) = dy om w(z) = da.

Pga definitionen av opposite” giller w(opposite(opposite(z))) = w(z).

Wy—q, (Opposite(x)) = ds
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Semantiken for formler

Varje J-vérdering leder till ett sanningsvarde for en given formel — formelns
semantik. Definitionen nedan rattar sig efter Alfred Tarskis.

Definition Lat L vara en predikatlogik. En J-vardering w for L utvidgas till en
funktion @w: WF(L) — {0,1} sa har:
(i) For alla atoméara formler ¢ = R(t1,...,tn)
w(p) = R (w(t1),. .., w(t,)).
(i) For alla variabler = och alla formler ¢ definieras
w((Vz)(p)) = min{w,—4(p)|d € dom(J)}
w((Fz)(p)) = max{We=a(p) | d € dom(J)}.

(iii) For alla dvriga konnektiv ar definitionen den som ocks3 anvindes i
satslogiken (med w istillet for v).
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Exempel

Alltsa: Den predikatlogiska formeln
¢ = R(f(z,y),a) = (P(9(z,y),0) A=V (2)(Q(f (2,9)) V Q(2)))
blir under tolkningen J och utvidningen w av J-vérderingen w,—g ,—1 .—7 till
((8+1) >5) — (((8—1) < 10) A =V(z)(isPrime(8 4 1) V isPrime(z))) .

vilket som helhet har sanningsvérdet 1!
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