Johanna Hogberg Datavetenskapens grunder VT 2007

Dagens foreliasning

e Repetition av klasserna P och NP
e Vad vet vi egentligen om relationen mellan dem?

e Dairefter: riknestuga / Gruppovning 5
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Klasserna P och NP

P ar klassen av alla sprak som kan avgoras i polynomial tid med en

deterministisk TM.
Hit hor problem som PATH, Eppa, Ackg.

NP &r klassen av alla sprak som kan. ..

e avgoras 1 polynomial tid med en ickedeterministisk TM.

e verifieras i polynomial tid med en deterministisk TM.

Hit hor problem som SAT, HAMPATH, QAP, och KNAPSACK.
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Relationen mellan P och NP

Det &ar fortfarande en 6ppen fraga om P och NP &r samma klass.

Ett viktigt resultat som ror den hér fragan lades fram av Stephen Cook
och Leonid Levin i borjan pa 1970-talet:

Nagra av problemen in NP &r sadan att om det fanns en
polynomialtids algoritm for nagot av dem, da skulle samtliga

problem i NP kunna l6sas i polynomial tid.

Problem som har den héir egenskapen kallas for NP-kompletta.

NP-kompletthet 3



Johanna Hogberg Datavetenskapens grunder VT 2007

Satisfierbarhet (SAT)

Givet: En boolsk formel, till exempel

Fragan dr: Kan de ingaende variablerna (i det hér fallet A, B, och C
tilldelas sanningsvirden (dvs. sant eller falskt) sa att formeln som helhet

blir sann? Som ett sprak:

SAT = {(p) | Det finns ett sétt att tilldela sanningsvérden till

de ingdende variablerna ...}
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SAT och fragan om NP = P

Cook-Levin teoremet SAT €¢ P «— P = NP

Metoden som Cook och Levin anvande for att bevisa det har resultatet

kallas f6r polynomialtids reduktion.
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Polynomialtids reduktioner

e Nir vi arbetade med berdkningsbarhet kom vi ocksa i kontakt med

reduktioner.

e Da handlade det bara om problem var avgoérbara eller ej, med andra

ord, om dom gick att l6sa.
e Nu vill vi &ven vet hur fort dom gar att losa.

e Nir vi sdger att om ett problem A kan reduceras effektivt till ett
problem B, sa betyder det att en effektiv 16sning for B &ven ger oss en

effektiv 16sning for A.

o “Effektiv” ska tolkas som “i polynomial tid”.
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Polynomialtids reduktioner

Definition 7.28 En funktion f : X* +— X* ségs vara berdkningsbar 1
polynomial tid om det finns en Turing maskin M som givet w som input

stannar med exakt f(w) pa sitt band inom polynomial tid.

Minns ni varfor vi ville ha exakt f(w) pa bandet och inget annat?
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Polynomialtids reduktioner

Definition 7.29 Ett sprak A &r polynomialtids reducerbart till ett sprak
B, och vi skriver A <p B, om det finns en funktion f : X* +— X* sadan att

e den kan berdknas 1 polynomial tid, och

e fOr varje w giller att

weA <= f(w)eB .

Funktionen f kallas da fér en polynomialtidsreduktion av A till B.
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Nyttan av polynomialtids reduktioner

Teorem 7.31 Om A <p B och B ér i klassen P, da ar A ocksa i P.

Bews. Lat M vara en polynomialtids TM som avgoér B, och lat f vara
polynomialtidsreduktionen fran A till B. Da kan vi skapa en
polynomialtids TM N som avgor A sa hér:

N = “Pa input w:
1. Berdkna f(w)

2. Kor M pa f(w) och svara som M svarar.”
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3SAT

Vi tittar nu pa en specialfall av SAT kallat 3SAT:
e Fn litteral ar en (mojligtvis negerad) boolsk variabel. T.ex. A eller —A.

e En klausul ar en eller flera litteraler som ar sammanfogade med V.
T.ex. (AV BV =C).

e En logisk formel &r i konjunktiv normalform, dven kallat CNF, om den
innehaller en eller flera klausuler ssmmanfogade med A. T.e.x

(AVBV-CYN(—-BVD)AN(AVCV-D) .
e En logisk formel &dr i 3SCNF om samtliga klausuler har tre litteraler.

Spraket 3SAT ar da {{y) | ¢ ar en satisfierbar formel i 3CNF form}.
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3SAT och CLIQUE

Teorem 7.32 Problemet 3SAT &r polynomialtids reducerbart till CLIQUE

Beuvisskiss. Vi tittar pa en polynomialtids reduktion f fran 3SAT till
CLIQUE som konverterar formler till grafer. I den konstruerade grafen
motsvarar en clique med en viss storlek en satisfierande tilldelning av de

boolska variablerna i ursprungsformeln.
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Definition av NP-kompletta sprak

Definition 7.34 Ett sprak B ar NP-komplett om det uppfyller féljande

tva villkor
1. B ar i NP, och

2. varje A i NP &r kan reduceras i polynomial tid till B.

Teorem 7.35 Om B dr NP-komplett, och B &ar i P, da d&r P = NP.
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Hur NP-kompletthet “smittar”

Teorem 7.36 Om B ar ett NP-komplett sprak, och B <p C fér nagot C'i
NP, da ar dven C ett NP-komplett sprak.

Beuvis. Vi vet redan att C' ar i NP, sa det som &r kvar &r att visa att varje
sprak A i NP kan reduceras i polynomial tid till C. Eftersom varje sprak
kan reduceras till B i polynomial tid, och B kan reduceras till C' i

polynomial tid, sa har vi det 6nskade resultatet.

Teorem 7.37 SAT ar NP-komplett.
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