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Lésningar till tentamen

1. (a) Falskt.
(b) Sant.

(c) Feliindata (t.ex. avrundningsfel) kan paverka l6sningen mycket om matrisen ar
illakonditionerad. LU-faktorisering utan radpivotering dr numeriskt instabil, d.v.s.
det kan uppsta stor tillviaxt av avrundningsfel &ven nér en vilkonditionerad ma-
tris faktoriseras. Séledes 4r radpivotering nédvindig dven for vilkonditionerade

matriser.
(d)
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Koefficienterna i de elementira radoperationerna ovan ger elementen i L-matrisen
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(e) Berdkningen avinversa matrisen &r ett problem diar man l6ser ett linjart ekvationssy-
stem med flera hogerled. Det giller att AA~! = I; d.v.s. om kolonn k i matrisen A~!
betecknas med x; géller det att Axy = ey, dar ey ar kolonn k i identitetsmatrisen.
Eftersom vi 4r givna A = LU kan vin, berikna A~! kolonn foér kolonn genom den
upprepade framat- och bakéatsubstitutionen

Ldy = ey,
Uxi = dk)

for alla kolonner k i matrisen.
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2. (a) Ax=b,dar
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samt b= (4 0); ||bll; =bll2 = |blloo = 4. Séledes ir relativa felet i hogerledet
Ib-bll 6

bl 4

i alla vektornormerna.
Det giller att

2\1 -1} 2
och séledes koo (A) = [ A7 o[l Alloo = (1/2) | Allo | Alloo = [frén (a)] = 2.
For ekvationssystemen Ax = b, AX = b géller att
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Det relativa storningen av hogerledet i (b) dr 6/4. Fran (d) far vi att
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Losningarna till ekvationssystemen #r x = (2,2)7, ¥ = (2+6/2,2 - 6/2); vi far da
x—%=(-6/2,6/2)T ochrelativa felet blir

lx = Xlloo _ [
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vilket &r mindre 4n begransningen ovan.

Implicita metoder &r ofta effektivare dn explicita metoder f6r styva problem, d.v.s.
problem med mycket olika tidsskalor. Explicita metoders stabilitetsgrins styrs av
de snabbaste tidsskalorna, s& explicita metoder kraver ett stort antal tidssteg for
att kunna l6sa upp de langsamma tidsskalorna. P& grund av mojligheten att an-
vanda mycket storre tidssteg 1onar det sig darfor ofta ur effektivitetssynpunkt att
anvianda implicita metoder, trots det extra arbete som behovs varje tidssteg for
ekvationslosning.

Definiera py = r{, p2 = 2. D4 giller
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(i) Implicit.
(ii) Substituera exakta lésningen till y' = f(t,y) i punkterna f, fx41 in i schemat
och berdkna vinsterled—hogerled:

V(tres1) = y(t) — % [f (tes1, Y(tre1)) + f (13, y(13)) ]
= y(trs1) — y(8) - % [/ (tie1) + ¥ (tx)] = [Taylorutveckling]
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sa schemats noggrannhetsordning &r 2.
(iii) Appliceras schemat pa modellekvationen far vi

At
Yek+1=Ykt+ > (M’kﬂ + /1yk) )
d.vs.,
At At
1-—A =1+ —A] yt.
( 2 )J’k+1 ( > )J/k
For stabilitet behovs | yg411 < | ykl, vilket géller om och endast om
3]
i <1.
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For A < 0 giller att ndmnaren &r strikt storre dn tédljaren for alla tidssteg At > 0.
Schemat dr darfor ovillkorligt stabilt.

(a) Talfoljden ar
) €y

(i) Om x; — x. géller att

d.vs. x2 = a, s& x, = +v/a. (Vilket virde det blir beror pa startgissningen).
(ii) Subtrahera ++/a frén vardera sidan av uttrycket (1),
XZ+at2xpy/a
2 X5
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varav foljer att konvergenshastigheten ar kvadratisk i bagge fall.
(b) (i) Ansiétts f(x) = afarvi
1
f adx=2a=ala; +az+as),
-1

vilket ger villkoret
ay+az+az=2 (2)

for att formeln skall vara exakt for alla konstanta funktioner.
(i) Ansitts f(x) = bx far vi (obs att f &r en udda funktion!)

1
f bxdx=0=b(—a; + as),
-1

vilket ger villkoret
a] = Qas. 3)

Formeln &r exakt for alla linjara funktioner f(x) = a+ bx om villkoren (2) och
(3) bagge dr uppfyllda.



(iii) Ansitts f(x) = cx? farvi
) 2
cx“dx = c§ =c(a; +as),
-1

d.vs. )
apt+az=— 4
1+az=g 4)

Formeln 4r exakt for alla kvadratiska funktioner f(x) = a+ bx + cx? om villkoren (2),
(3) och (4) alla ar uppfyllda. Tillsammans ger dessa villkor att

4
a=a3= 7, 6¥2=§,

1
3
(vilket &r Simpsons formel). Den hogsta polynomgrad som kan integreras exakt dr
kubiska polynom eftersom kvadratiska polynom integreras exakt och eftersom
1
df ¥dx=0=d(-1+4-0+1)/3=0,
-1

1, 2 2
ef x*dx=e—#e(1+4-0+1)/3=e—.
1 5 3

(c) En talfoljd xi konvergerar linjart till x. om det finns ett C < 1 s&dan att

X = X
k—oo |xk_x*|

For denna talféljd géller

k+1 1+1 1+ 1
Xr=—= -, X = -_—,
KTk [ k+1
och saledes
. 1 k )1 i N
X -_ ==l — = X1 — ,
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dér Cy = k/(k + 1), vilket ger att

vilket visar konvergenshastigheten inte ar linjar.



