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1. (a) x = B\(2*A + eye(n))*(C\b + A*b);

(b) Kubisk spline är lämplig. Direkt olämpligt är att använda ett 24:e-
gradspolynom.

(c) Nej. Konditionstalet är en egenskap hos matrisen, oberoende av vilken
algoritm som används för att faktorisera denna.

(d) Newton’s metod på ekvationen f .t/ D 0 där

f .t/ D

Z t

0

ex
2

dx � 17

är lämplig. Funktionsvärdet beräknas med numerisk kvadratur och de-
rivatan är f 0.t/ D et

2
. Startgissning kan erhållas genom en grov upp-

skattning av nollstället genom tabulering av talpar .t ,f .t//.

(e) Implicita problem kräver ekvationslösning i varje steg. Därför kräver en
implicit metod i de flesta fall många fler flyttalsoperationer per tidssteg
än en explicit metod med samma noggrannhetsordning. Om tidssteget
som krävs för tillräcklig noggrannhet inte orsakar instabilitet är det
därför effektivare att använda en explicit metod.

(f) Linjaritet ger att f.x/ D Ax� b, så Jakobianen till f blir J D A, obero-
ende av x. Newtons metod blir då

xnC1
D xn

� J.xn/�1f.xn/ D xn
�A�1.Axn

� b/ D A�1b,

så Newtons metod hittar lösningen på ett steg oberoende av startgiss-
ning.

(g) Delsummorna SN D
PN

kD1 1=k blir så småningom så stora att nästa
term 1=.N C 1/ försvinner i avrundningen.

(h) Ett relevant termineringskriterium i Newtons metod för att lösa ek-
vationen f .x/ D 0 är att kf .x/k � �f för aktuell skattning av lös-
ningen. Lösningen i varje iteration uppdateras med steget h som utgör
lösningen till J.x/h D f .x/, där x är aktuell skattning av lösningen. Ef-
tersom khk ! 0 då lösningsskattningarna konvergerar är också kriteriet
khk � �h relevant.

2. (a) Ansätt A D LU med
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vilket ger att

LU D

�
u11 u12

l11u11 l11u12C u22.

�
Identifiering av .1, 1/- och .2, 1/-elementen iA ochLU ger ekvationerna
u11 D 0 och l11u11 D 1 som inte har någon lösning.

(b) Radpivotering.

3. (a) Nedan markeras L-faktorerna i undertriangeln med röda, kursiva siff-
ror.
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d v s
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1CCA
(b) Utan radpivotering kanL-faktorerna bli större än ett, vilket kan leda till
numerisk instabilitet i form av successiv kraftig förstärkning av avrun-
dingsfel. Det finns även risk för division med noll utan radpivotering.

4. (a) Euler framåt, Euler bakåt, trapetsmetoden.

(b) Substituera yk D y.tk/, där y är lösningen till y0 D f .y, t /, och beräkna
VL-HL i schemat. Då erhålls

y.tkC1/� y.tk/��t Œ f̨ .y.tkC1/, tkC1/C .1� ˛/f .y.tk/, tk/� D
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Noggranhetsording 2 för ˛ D 1=2. Annars noggranhetsordning 1.

(c) Schemat använt på modellekvationen ger

ykC1 D yk C�t .˛�ykC1C .1� ˛/�yk/ ,

d v s
.1� ˛�t�/ykC1 D Œ1C�t.1� ˛/�� yk .
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För stabilitet krävs jykC1j � jykj, vilket ger attˇ̌
1��t.1� ˛/j�j

ˇ̌
j1C ˛�t j�jj

� 1,

eftersom � � 0. Då nämnaren ovan alltid är positiv får vi att

�1� ˛�t j�j � 1��t.1� ˛/j�j � 1C ˛�t j�j.

Den högra olikheten är alltid uppfylld och den vänstra ger att

�t.1� 2˛/j�j � 2,

vilket alltid är uppfyllt för 1=2 � ˛ � 1, vilket ger att schemat är ovill-
korligt stabil för dessa ˛. Dessutom följer följande stabilitetsvillkor

�t j�j �
2

1� 2˛
för 0 � ˛ <

1

2
.

5. (a) Subtraheras ekvationen vi vill lösa, x� D �.x�/, från iterationsmetoden
xnC1 D �.xn/ erhålls med hjälp av medelvärdessatsen

xnC1 � x
�
D �.xn/� �.x

�/ D �0.�n/.xn � x
�/,

för något �n i intervallet mellan xn och x�, vilket ger att

jxnC1 � x
�
j � j�

0

.�n/jjxn � x
�
j.

Således får vi konvergens av talföljden x0, x1, . . . , om j�0.�/j < 1 för alla
� i ett intervall I sådant att x� 2 I och om man startar med x0 2 I .

(b) Låt
xnC1 D �.xn/ D sin.2xn/.

Vi får �
0

.xn/ D 2 cos.2xn/. Genom att prova med punkter nära rötterna
(eller exakt rötterna), så ser vi om fixpunktsiterationerna konvergerar
eller ej. Förx1 D 0 får vi j�

0

.0/j D j2 cos.0/j D 2 > 1. Ej konvergens. För
de två övriga erålls konvergens eftersom j�

0

.x2/j D j�
0

.x3/j � 0.638 <
1.

(c) Konvergensen har linjär ordning. Det är också godkänt att skriva “linjär
konvergenshastighet”.
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